Поиск отношений в треугольнике.

Во многих задачниках по геометрии решаются разнообразные задачи на поиск отношений. Причем для каждого случая изобретается свой способ. Задача этой статьи – показать единый и довольно однообразный способ решения задач подобного типа без привлечения таких дополнительных понятий, как вектора или барицентрические координаты.

§ 1. Задача о связи внешних и внутренних отношений в треугольнике.
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Пусть в  ∆  ABC заданы чевианы. Назовем отношения внутренними. 
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Найдем зависимость (m, n, k) от (α, β, γ). Проведем А 1А 2 ║СС 1. Тогда        ∆АОС1 ∞ ∆АА 1А2     │ ⇒      [image: image15.png]401
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Из двух равенств получаем  m = [image: image27.png]
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Аналогично n = β (γ+1), k = γ(α+1)

Составляются они по правилу неполного цикла А →  В  → С: [image: image31.png]0A1
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 + 1). Оно выполняется в независимости от направления обхода. Если выбрать А  →   С  →  В,  то [image: image37.png]0A1
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 + 1). Это легко доказать так же, если провести А1А3 ║ВВ1. 
Теперь можно получить зависимость между (α, β, γ): α (β + 1) = [image: image47.png]


 ∙ ([image: image49.png]ERETY



 + 1),  

α ∙ β ∙ γ =1 – необходимое условие в т. чевы.
Используя   это тождество формулы  I  можно привести к равенствам 
Ван - Обеля: m = αβ + α = [image: image51.png]
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Из т. Чевы следует, что каждая из чевиан разделена на равное число частей: [image: image57.png]0A1
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Зная это, легко найти зависимость (α, β, γ) от (m, n, k) и зависимость между собой (m, n, k). Действительно: [image: image101.png]n+1
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 = 1 (т. Жергона)
Преобразуя это равенство получим, что m∙n∙k = m+n+k+2 = (α + [image: image117.png]
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) + 2 ≥ (2 + 2 + 2) + 2 = 8, т.е. минимум произведения и суммы внутренних отношений достигается только для медиан. Как работают найденные формулы,  покажем на конкретных примерах.
Пример 1.
[image: image128.wmf]  Рис. 2
Дано: в ∆АВС проведена биссектриса CM и известно, что α = [image: image130.png]=
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 . Отрезок СС1  симметрично отобразили относительно СМ в отрезок СС2 .  

Найти:  [image: image132.png]A
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 = α1 . 
Решение: отобразим относительно СМ точки В и В1 . Так как СМ биссектриса то В1 ∈ СА и ∆ВСВ1  - равнобедренный. Тогда B1F = EB и FN = NE. По правилу неполного цикла [image: image134.png]a1
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Поэтому, если мы каждую чевиану отобразим относительно биссектрисы своего угла, то новые отрезки тоже будут чевианами, т.к. α 1 ∙β 1∙  γ1 = [image: image170.png]
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Пример 2.
[image: image185.wmf]  Рис. 3
Дано: в ∆ABC отрезки AM и BN точкой пересечения О делятся в отношениях [image: image187.png]


 = m; [image: image189.png]oN



 = n. Известна S (∆DMN) = S.

Найти: S (∆CMN) = Sx .

Решение: Пусть S (∆OAN) = S1 . Так как ∆ OAN и ∆OMN имеют общую высоту, то [image: image191.png]S1
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 = m, т.е. S1 = m∙S.

Также имеют общую высоту ∆АМN и ∆NMC, а значит [image: image195.png]S1+S
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. Но по формулам   III  мы можем записать [image: image199.png]NC
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 , где чевиана CC1 не проведена. В итоге получим: [image: image205.png]ms+s
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§ 2. Взаимосвязь теорем Чевы и Менелая.

Треугольник, вершины которого являются основаниями чевиан, назовем чевианным, а точку О пересечения чевиан назовем чевианной точкой.  Если ввести отношения направленных отрезков, то все отношения в § 1 уже могут быть и отрицательными, а чевианная точка и треугольник могут располагаться вне исходного базисного ∆АВС. Тем не менее, правило неполного цикла сохранится. Докажем это.
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Рис. 4
Возьмем О вне  ∆АВС, построим точки А1 , В1, С1. Как и в § 1 проведем А1В2 ║ВВ1 . Тогда ∆АОВ1 ∞∆АА1В2. 
∆СВВ1 ∞ ∆СА1В2 . Используя это, получим: [image: image222.png]041
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 + 1) ч.т.д. Поэтому все формулы из § 1 остаются в силе и для  отрицательных отношений, за исключением оценок. Используя это обобщение уже можно доказать т. Менелая. 
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                      Рис. 5                                                   Дано: А1 , В1, С1  - коллинеарны.  
Доказать: [image: image247.png]
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Доказательство: Проведем C2 A2 ║ C1B1 так, что новая прямая пересекает две стороны базисного ∆АВС. Тогда: из ∆ АС1В1  где С1В1 ║С2В2  получим 
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 из  ∆СА1В1 где А1В1 ║А2В2 получим [image: image257.png]
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 .
Перемножая эти равенства, меняя направления нижних векторов и переставляя их местами получим: [image: image265.png]Bic
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 . Теперь взяв за базисный ∆ АВВ2 получим:

 [image: image277.png]BA2

AZC



 = [image: image279.png]CZA



 ∙ ([image: image281.png]


 + 1) = [image: image283.png]CZA



 ∙ [image: image285.png]


 ; [image: image287.png]


 ∙ [image: image289.png]A2C

BAz



 ∙ [image: image291.png]CZA



 = 1 или ( - [image: image293.png]BaC



) ∙ ([image: image295.png]o0



) ∙ [image: image297.png]CZA



 = 1 ч.д.т.
Как и т. Чевы, в теореме Менелая доказательство обратного утверждения мы опустим, т.к. оно не сложно. Обе теоремы по внешнему виду очень похожи, и это не случайно. Пусть задан чевианный треугольник с положительными α, β, γ, такими, что α ≠ 1, β ≠ 1, γ ≠ 1. 
[image: image298.wmf]   Рис. 6
Тогда А1В1 пересечет АВ;  В1С1  пересечет ВС; С1А1 пересечет АС в точке В2. По т Менелая [image: image300.png]AC1
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 = - γ, т. е. данное преобразование меняет знак внешнего отношения. 
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Рис. 7
Применяя его различным способом получим, что, кроме набора (α, β, γ) задающего ∆ А1В1С1 с чевианным центром О, мы можем получить еще три чевианных треугольника (см. рис. 7)
(α; - β, - γ) ∆ А2В2С1 с О3; ( -α, - β, - γ) ∆ А1В2С2 с О1; (- α, - β, γ) ∆ А2В1С2 с О2.

Далее мы можем получить 4 прямых: (- α, β, γ) – С2В1; (α, - β, γ) – А2В1; (α, β,- γ) – В2С1, и прямую Дезарга А2В2 , задаваемую набором ( -α, - β, - γ).
Причем, если задан хотя бы один центр, или одна прямая, то по ней восстанавливается весь чертеж. Для примера, пусть дана прямая Дезарга. ∆А1В2С2 – чевианный, значит АА1, ВВ2, и СС2 пересекутся в центре О1. Проводим ВВ2 и СС2 и находим О1. Затем проводим АО1 и находим А1. Проводим В2А1 и С2А1 и находим С1 и В1 . Получим ∆А1В1С1. 


Из чертежа видно, что ∆АВС сам является чевианным треугольником в базисе ∆О1О2О3 , а прямая Дезарга останется для них прежней. Каков геометрический смысл всевозможных соотношений в этом чертеже, можно выяснить конкретизировав ∆А1В1С1. Но это задача отдельного исследования. Нас же интересуют отношения. Для примера найдем отношение [image: image317.png]A2C2
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 на прямой Дезарга.  Из ∆АА2В2 с центром В получим [image: image319.png]
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В дальнейшем ограничимся рассмотрением чевианных треугольников с положительными внешними отношениями. 
§ 3. Отношения площадей чевианного треугольника.
[image: image350.wmf]    Рис. 8
Предварительно введем обозначения S (∆ABC) = S и S (∆A1B1C1) = S1 , S(∆AB1C1) = Sa; S (∆OB1C1) = S′a; S (∆OBC) = S′′a аналогично S (∆BA1C1) = Sb
S (∆СВ1А1) = Sc. 

  Задача 1.  Найти [image: image352.png]S1



 . I способ – вычитанием. ∆АВС и ∆АВ1С1 имеют общий угол.  Тогда [image: image354.png]Sa
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Эта формула верна и для не чевианного треугольника. Но в нашем случае αβγ = 1, т.е. [image: image380.png]S1
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Однако, если вспомнить формулы  I  , то для [image: image384.png]Sa
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 , но в ∆АВС и ∆ОВС общая сторона ВС, а отношение высот равно [image: image416.png]041



 . Далее в ∆ ОВС и ∆ ОВ1С1 равный угол. Тогда [image: image418.png]s'a
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(Использована  т. Жаргона и оценка mnk).
Задача 2.  

[image: image461.wmf]Рис. 9
∆ А2В2С2  является чевианным относительно ∆А1В1С1 и чевианным треугольником второго вложения относительно ∆ АВС. Выразим его основные отношения через исходные.
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 – 1, т.к. ∆С1ОВ1 и ∆С1А1В1 имеют общую сторону В1С1. m1 =  [image: image469.png]S1
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Так же n1 = [image: image481.png]


 + 1 и k1 = [image: image483.png]


 + 1  V [image: image484.wmf]
Теперь каждая чевианна делится на 3 отрезка: АО = [image: image486.png]


 ∙ OA1 = m(m + 2) = m2 +2m . Тогда АА2 = АО – А2О = m2 + m, т.е. 

AA2 : A2O = (m2 + m) : m : (m + 2) или [image: image488.png]4241
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Далее используя формулы III, IV и V, можно найти 
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Задача 3.

Найти основные отношения для чевианных треугольников образованных основаниями биссектрис, высот (в остроугольном треугольнике ) и точками касания вписанной окружности. Собственно геометрия здесь наблюдается только в поиске (α, β, γ), которые хорошо известны. Остальное – алгебра. Поэтому мы приведем только сводку результатов.
	
	Биссектрисы
	Высоты
	Точки касания

	α , β, γ
	α = [image: image528.png]
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	m; n; k
	m = [image: image546.png]btc



 n = [image: image548.png]atc



 k = [image: image550.png]a+b




	m = [image: image552.png]tgB+tgC
tga



 = [image: image554.png]cosd

cosB - cosC



 = 
2 ∙ [image: image556.png]a?(b? +c?)—

7y




 

	m = [image: image558.png]alp-a)

(p-b) (p—c)



 = 2 ∙ [image: image560.png]a (b+c)- a®
a?— (b—c)?





	[image: image562.png]S1



 
	[image: image564.png]2abe
(a+b)(b+c)(c+a)



≤ [image: image566.png]



	2 [image: image568.png]1
cosAcos BcosC < p




	2∙ [image: image570.png]®-a)p-b)(p—c)
abc



 ≤ [image: image572.png]




	α1
	α1  = [image: image574.png]bic




	α1 = [image: image576.png]



	α1 = [image: image578.png]b(p—b)
a(p—a)







Формулы для (m1; n1; k1) и [image: image580.png]52



 мы опустили в связи с их малой содержательностью и усложненностью. Как правило каждая формула в таблице является ответом к той или иной задаче в различных пособиях по геометрии. При этом в каждом случае изобретается свой особый способ решения. Статья позволяет взглянуть на эти задачи с единой точки зрения. Покажем, как техника чевианных треугольников работает в случае, когда заданные отрезки в треугольнике не являются чевианными.
Задача 4.
Дано: в ∆АВС заданы отрезки АА1 ; ВВ1; СС1 общего положения. Известно, что [image: image582.png]=
oo



 = α [image: image584.png]241
i
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 = γ и АА1∩ ВВ1 = О3




       ВВ1 ∩ СС1 = О1 




       СС1 ∩ АА1 = О2
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[image: image589.wmf]   Рис. 10
Решение: кроме ∆ О1О2О3 рассмотрит ∆А1В1С1 . Тогда отрезок В1С1 можно рассматривать как сторону чевианного ∆В1С1А1 с центром в точке О1 ; отрезок С1А1 – сторона чевианного ∆С1А1В1 с ц. О2 (не изображен); А1В1 - ∆А1В1С1 с ц. О3. Тогда вспоминая обозначения и задачу 1 (2 способ) имеем: [image: image591.png]S(4010203)
s
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), где m1; n2; k3 находятся по формулам Ван-Обеля. [image: image613.png]S(4010203)
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