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ВВЕДЕНИЕ
Работа посвящена проблеме развития мышления учащихся средствами математики.

Раскрытие темы ведется на материале наиболее сложной темы курса: «Тригонометрия».

Выделено два класса решения задачи: закрытые и открытые. Закрытые решения ограничиваются технической эквилибристикой достижения ответа. В открытых решениях на первом месте стоит выяснение связи данной задачи с классом аналогичных задач; выяснение места ее в той плоскости теоретического материала из которого она произошла.

Указано что маркером развития мышления учащихся с точки зрения математики являются сформированная способность мыслить в функциональных терминах, не ограничивалась натурализмом.

Систематически проводится мысль, что математика дает эффективный критерий проверки осознанности усвоенного материала – способность решать обратную задачу или же придумать аналогичную.

Надеюсь, работа будет полезна педагогам как в плане осознания роли и места математики среди других предметов, так и в плане конструирования конкретных уроков.
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§ 1. Разнообразие образов Cos2
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Образ № 1 или как найти Sin180 и Cos360.

Пожалуй, самый неудачный способ решения этого вопроса я встретил в книге (1) на стр. 423. Авторы исходят из равенства Sin54 = Cos36, или Sin(18х3)=Cos(18х2). Получают кубическое уравнение относительно Sin18, а затем находят Cos36. Хотя простейшая перестановка Cos54=Sin36 приводит к квадратному уравнению. В большинстве пособий так и поступают. Но уже в книге (2) на стр. 63 есть попытка избежать использования формулы тройного угла. Авторы исходят из равенства Sin18 х Cos36 = ¼. Но опять получается кубической уравнение. Но и здесь, как и в первом случае, степень уравнения можно понизить, использовав другое известное равенство: 

Cos36 – Sin18 = Cos36 – Sin72 = ½ 

Доказывается оно или домножением на сos54, или заменой разности произведением и его сворачиванием по формуле sin
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х cos
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 = sin2
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. Школьники обычно не сведущи в этих методах и некоторым удается обойтись без них, только формулой cos2
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cos36 – cos72 = 
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           Дальше уже ясно:
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Итак: задача полностью решается средствами одной формулы cos2
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.

Образ № 2  или cos2
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 и формула сложного радикала.
В книге (3) на стр. 42 в № 3.495 при нахождении sin15 используют одну  из форм формулы cos2
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 Другие замечают, что ответ будет проще, если вычислять по другой формуле
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. Тогда первые, немного подумав, замечают, что 
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. При этом нужды в использовании формулы сложных радикалов не испытывают. Однако в более сложных случаях без нее не обойтись. Необходим критерий «расценить» корни. Но идея получения этого критерия и самой формулы ясно. Пусть в записи 
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подкоренное выражение представимо в виде полного квадрата, т.е. 
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]у
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 Но т.к. из 
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. В итоге получаем исходную формулу 
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Ясно, что формулу имеет смысл применять, если 
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 - полный квадрат. Так что на вопрос о том, как выводится формула сложного радикала, ответ вполне можно дать и без тригонометрии. Более того, автор статьи из журнала (4) для вывода этой формулы привлекает равенство:
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I четверти, относительно которого встает все тот же вопрос: а как появилась эта формула? Каким путем преобразовать левую часть к правой? А что, если угол будет не из I четверти? Если посмотреть доказательство этого равенства в примере I.775 из книги (5) на стр. 147, то ни на один вопрос мы не получим ответа. Представлено довольно сложное техническое преобразование, сводящееся просто к проверке равенства. Авторы могут возразить, что они и не ставили себе этой цели, и ограничивались отработкой техники преобразований. Что же, с методической точки зрения это частично оправдано. Так в книге (6) на стр. 168 дается как раз такой «вывод» формулы сложных радикалов, о котором и говорит автор статьи из журнала (4). И это понятно: ученики изучили свойства корней и необходима тренировка над их применением, и первичное знакомство с самими формулами.
Однако совершенно ясно, что если мы действительно хотим развивать мышление учащихся методами математики, то мы должны организовать переосмысление ранее изученных фактов на новом уровне, связать то, что в их сознании лежало россыпью фактов. Учащиеся сами для себя должны понять и ответить на центральный вопрос действительно осознанного обучения: откуда и для чего это взялось? Именно этого автора учебника и не сделали, когда не включили задачу вывода формулы сложного радикала в тему «Решение систем квадратных уравнений».
То же самое замечание можно сделать в адрес авторов книги (5) – есть вывод справа налево, но нет ответа на вопрос: откуда взялась сама эта сложная конструкция? Покажем – откуда?

Мы знаем, что 
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. Тогда, применяя формулу сложных радикалов, получим:
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Мы получили экстравагантную формулу все той же формулы Cos2
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.
А значит нет россыпи формул, которые надо запоминать без связи друг с другом.  И упростить выражение 
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III четверти не составит труда в связи с ясностью его происхождения.
В следующем параграфе продолжим установление связи между тождествами, образующими довольно большой блок. Эти связи обычно не подчеркивают, перегружая память учащихся и студентов.

§ 2. Порождающие формулы
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Эти формулы не используются в школьной практике. Однако во всех пособиях курсирует множество тождеств, порожденных ими и решаемых в изоляции друг от друга. Обычно их относят к разряду повышенной сложности. Чем чемпионом в этом смысле является утверждение:

 если А, В, С – углы треугольника, то
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]Û

один из углов 360 или 1080 .

Чрезвычайно сложное доказательство этого в книге (5), пример I.1216, занимающее стр. 223 – 225. В смысле техники исполнения удачное доказательство в книге (3) в № 3.479 и № 3.480 на стр.38. Но связи и здесь не отслежены. А вот в книге (7) в № 4.478 на стр. 160 решение этой задачи вообще не приводится. Это и понятно – зачем доказывать в № 4.478 то, что является, в сущности, частным случаем № 4.472.

Мы, в свою очередь, покажем, что и в № 4.472 не стоило особо трудиться над решением, т.к. можно было отослать к № 4.405. Но мы начнем с книги (5) где слой этих тождеств представлен наиболее полно.
Докажем Пример I. 836 на стр. 167.
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Теперь можно перейти к Примеру I .835. Для этого достаточно заметить, что
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, и выразить x, y, z через 
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Тогда 
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Для получения тождества I.827, т.е. 
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и применить уже полученную формулу. Получим 
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. Отсюда, кстати сразу получим формулы 
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, и ответ в № 4.405 из (7).
Около этих двух формул и разыгрывается фантазия авторов задач: что будет, если
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 и т.д.? А если учесть, что основное тождество можно переформулировать в обратное, то россыпь задач необозрима. На них можно оттачивать технику преобразований, но без связи между ними наращивание смысла не произойдет. Задача будет решена и забыта под безымянным номером I.1217.
Особо выпишем блок выражений для 
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, и когда А, В, С – углы треугольника. Они продолжаются почти без вычислений, поэтому их оставили без ответов: 
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(плюс их аналоги для синусов).

Но вернемся к нашему примеру в начале параграфа. Если А, В, С– углы треугольника, то 
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. Тогда из формулы для 
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Обратное утверждение является очевидным.
§ 3. Что значит решить задачу?

Решить уравнение

Пример 1
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1 способ
Сначала приведем все углы к углу х:
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а) Если 
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не являются решениями уравнения. Теперь можно ввести универсальную подстановку 
[image: image95.wmf]2

2

1

2

2

1

2

2

y

y

x

tg

x

tg

Sinx

+

=

+

=

; 
[image: image96.wmf]2

2

1

1

y

y

Cosx

+

-

=

.
б) Получим 
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После преобразований уравнение примет вид 
[image: image98.wmf]0

10

18

6

2

3

4

=

+

-

+

+

y

y

y

y


Корни у=1 и у=-5 находим среди делителей 10; делим многочлен столбиком на 
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. Задача технически объемная, но мало интересная. Решили – забыли. Интересна только форма уравнения: 
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Как автор этого добился? Очень мало вероятно, что он придумывал ее обратным ходом – от составления произведения 
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, через тригонометрическую подстановку 
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 к сумме двух линейных тригонометрических уравнений. Ведь надо было заранее предугадать такие  коэффициенты, чтобы потом все же получить линейные слагаемые. Каким же надо обладать мощным аналитическим умом, чтобы все это предусмотреть? Вот вопрос! Для его решения попробуем подойти к решению уравнения иначе.
2 способ
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Около среднего слагаемого в скобках выделяем полный квадрат:
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если 
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Теперь можно догадаться: откуда взялось уравнение такого вида? Автор в алгебраическое квадратное уравнение подставил линейное тригонометрическое выражение. До него подставляли 
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. При этом он оставил окошко для решения уравнения первым способом – отгадка корней 1;-5. Мы можем пойти еще дальше и закрыть это окно. Можно взять такое число, чтобы уравнение б) вообще не имело решений, т.е. 
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А что, если вместо 
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 брать перекрестные функции, т.е. 
[image: image129.wmf]tgx

x

y

+

=

cos

, 
[image: image130.wmf]x

x

y

sin

2

cos

+

=

? Ясно, что можно наштамповать этих уравнений сколько угодно.

Пример 2. В четырехугольнике АВСD на стороне АD выбрана точка Е таким образом, что ВЕ 
[image: image131.wmf]DС, СЕ
[image: image132.wmf]АВ. Найти АС:ВD, если АЕ=4,ЕD =9,ВС=6.
1способ.

а) из ЕС
[image: image133.wmf]АВ
[image: image134.wmf]Þ

D

¥

D

Þ

DAF

DEC


1) 
[image: image135.wmf]4

9

=

=

EA

DE

CF

DC

, т.е. 
[image: image136.wmf]x

DC

9

=

,   
[image: image137.wmf]x

CF

4

=

 
2) 
[image: image138.wmf]13

9

=

=

DA

DE

AF

EC

, т.е. EC=9y,  
[image: image139.wmf]y

AF

13

=

, а значит 
[image: image140.wmf]y

AB

4

=

.
из 
[image: image141.wmf]BE



 EMBED Equation.3  [image: image142.wmf]DC
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б) Введем базис 
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Опять – чисто тренировочная задача. И опять – выбранный метод дал результат только благодаря чудесному совпадению 
[image: image157.wmf]4
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. Иначе – тупик. Как это автору удалось так подобрать числовые данные? Ответ даст другой способ решения.
2 способ.


Если BE 
[image: image159.wmf]DC и EC
[image: image160.wmf]AB, то мы  имеем две трапеции DEBC и EABC. Если надо найти AC:DB, где AC и DB диагонали трапеций, то может быть трапеции подобны? Но в школе подобие трапеций не разбирается. Тогда начнем с подобия треугольников. 
Обе трапеции являются частью 
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 и треугольники подобны. Отсюда следует что 
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 (см. обозначения в 1 способе).
Получили: все соответствующие углы трапеций равны и их соответствующие стороны пропорциональны 
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. Значит они подобны с K=3/2. Поэтому искомое отношение 
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. Но теперь можно найти и отношение высот трапеций, и отношение площадей, и диагоналей BE и EC, и сторон AB и DC исходного четырехугольника. Так что автору надо было только выбрать K и подобрать длины сторон. Например, при K=
[image: image176.wmf]3
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 можно взять DE=25, BC=15, AE=9.
Вывод: решить задачу – понять откуда она взялась и как сконструирована? Короче – как она придумана?

Это значит войти во внутренний мир автора задачи, дотянуться до уровня его развития, выйти на те метаструктуры, которыми он сам оперирует, проецируя их на школьный уровень в неявной форме, закрытых «местным ландшафтом». Понятно, что это задача максимум, что не всегда ученик на это способен. Да и часто не хватает знаний. Но как задача она обязательно должна витать около всякого готового решения, внося человеческое измерение – вечное соревнование между «решателем» и «задавателем», даже если им является уже сама природа.
§ 4. Разнообразие образов tg 
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Образ 1. Речь пойдет о тождествах

I  если 
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II если 
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Самое объемное доказательство тождества I дано в книге 
[image: image184.wmf][
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 в VIII 12 на стр.526. Менее объемное, но такое же хитрое доказательство присутствует в книге 
[image: image185.wmf][
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 № 4.374 на стр.411. Вот сжатое изложение:
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Ясно, что такое доказательство стоит далеко от способа получения самого тождества. Уже вплотную к этому стоит доказательство в книге 
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, но осуществленное на числах в №3.424, №3.494, №3.440. Если выйти из идеологии выводимость слева направо, то можно было сразу начать с исходной формулы 
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а) если 
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б) если 
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Как авторы книги 
[image: image196.wmf][
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сделали для серии алгебраических уравнений, сведя их к модульному уравнению, так же надо было сделать с указанными номерами, чтобы учащиеся за мельканием частностей учились видеть общую формулу. Но есть и другой путь, который из-за трудоемкости редко используется в обучении.

Учить по исходной формуле придумывать мелкие и крупные ее трансформации, переформулировки, т.е. работать на опережение всевозможных сборников задач.

Покажем это на примере тождества I.

1) Перетасовка: 
[image: image197.wmf]g

b

a

g

b

a

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

ctg

×

×

=

+

+

;

Переобозначения: 
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, где А, В, С – углы треугольника.

            2)
[image: image199.wmf] Частности: доказать 
[image: image200.wmf]1

737

410

410

563

563

737

=

×

+

×

+

×

tg

tg

tg

tg

tg

tg

;

                    вычислить      
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3)    Переодевание в другую терминологию:

Доказать, что, если 
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4) Обратная задача: что можно сказать об углах 
[image: image204.wmf]b

 и 
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, если верно равенство 
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5) Решить уравнение:
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6) Сплетение с другими известными данными и формулами, как в § 1 образ 2.

Если учесть, что все эти способы можно комбинировать в одной задаче, то их количество становится необозримым. Но каждый раз надо пытаться устанавливать происхождение задачи. На сколько это важно показывает пример №4.497 из 
[image: image208.wmf][
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, где используется формула сама по себе малоинтересная:
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Выписывание ее и есть доказательство обоих тождеств, включая их обратные формулировки. Авторы прошли мимо этого доказательства, предъявив вышеизложенное.

Не знаю, кто первый придумал эти два тождества, но мне кажется, что он очень много времени не тратил. Задержись он дольше, смог бы составить что-то вроде такого упражнения:

«При какой связи между углами выполняется тождество 
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)

(

)

(

)

2

1

1

1

1

=

-

×

×

-

×

-

×

-

g

b

a

g

b

a

tg

tg

tg

tg

tg

tg

»

Образ 2 или аналог формулы sin2x.

Поводом для акцентирования внимания на этой формуле послужило суммирование ряда 
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Во многих пособиях он записан в обозначениях
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Так в этом виде и проводится суммирование, тем самым заслоняя техникой преобразований в усложненных обозначениях саму идею. Далее, в книге 
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 на стр. 70 авторы специально для этого ряда выводят вспомогательную формулу 
[image: image214.wmf]x
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. Причем из суммы в виде II ее мотивировка почти не видна, тогда как в виде I – наталкивает на идею похожую со сворачиванием произведения по формуле sin2
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Чтобы получить что-то аналогичное, не надо придумывать что-то необычное, достаточно взять известную формулу 
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Тогда можно продолжить:
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Получили: 
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   III
А для искомой суммы получим 
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В книге 
[image: image227.wmf][
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 № 4.406 задание предложено в форме III. Но тогда задача теряет интригу и становится чисто технической, и ее лучше разместить в части А.

Полученная здесь формула для ctg2
[image: image228.wmf]a

 нова на столько, на сколько о ней вообще часто не говорят в школе. Однако она обладает своим потенциалом. Приведем пример.

Тождество 
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[image: image230.wmf]можно свести к тождеству в § 1 Образ 1. Но это закроет понимание пути его изобретения. Лучше воспользоваться тождеством 
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, где потребуется формула tg3
[image: image232.wmf]a

.

Но если есть спортивный интерес, то можно остаться в пределах ctg2
[image: image233.wmf]a

, используя тождество 
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Задача. Докажите тождество 
[image: image235.wmf]5
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Дайте возможную модель пути его изобретения.
§ 5. Два методических замечания.
Первое. В книге 
[image: image236.wmf][

]
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 в № 3.477, 3.421,8.432,8.481 каждый раз заново выводится формула ctg2
[image: image237.wmf]a

, хотя для sin2
[image: image238.wmf]a

 ни кому в голову делать это не приходит. В основе этого лежит традиция рассматривать tg
[image: image239.wmf]a

 и ctg
[image: image240.wmf]a

 как маргинальную область. Обычно от них быстро избавляются и работают только с sin
[image: image241.wmf]a

 и cos
[image: image242.wmf]a

. Поэтому я должен сформулировать своеобразную теорему: «Любое тождество или уравнение, сформулированное в терминах tg
[image: image243.wmf]a

 и ctg
[image: image244.wmf]a

, в этих же терминах и разрешимо».

Именно в русле этой теоремы и решены все уравнения в книге 
[image: image245.wmf][

]
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. Благодаря этому решения стали короткими, а способ конструирования стал прозрачен. Однако для тождеств этого не было сделано.

Пример 1. Если надо доказать тождество   
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 (решить уравнение 
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), то достаточно формулу для 
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 (или ее возможные вариации с заменой tgx на ctgx).

Пример 2. Если надо доказать, что 
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)

(

)

(

)

a

a

a

a

3

270

150

30

tg

ctg

ctg

ctg

=

+

×

-

×

-

 (вычислить произведение 
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), то достаточно воспользоваться формулой 
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 (аналогично раскладываются на множители cos3
[image: image253.wmf]a

 и sin3
[image: image254.wmf]a

).

Подобного рода задачи – одноходовки полезнее дать учащимся составить самим в качестве заданий друг для друга. Затем, предложив различные сборники упражнений, просить их находить все новые и новые вариации на те же формулы. Для дальнейшего развития можно предложить задания на применение нескольких формул.

Вычислить: а) 
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                     б) 
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                     в) 
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Выясните, можно ли, не меняя структуры выражения, поменять числовые данные и получить ответ.

Второе. В №3.406 книги 
[image: image258.wmf][
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дается более «общая» формула 
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Ее вид наводит на более важные вопросы развития мышления. Когда мы в § 1 говорили о формуле двойного угла для cos2
[image: image260.wmf]a

, то мы говорили в символическом смысле. Ясно, что она применима всегда, даже если в ней нет «двойки». А это понимание сталкивается с натуралистическим мышлением школьников. На вопрос: «Какая формула применима для cos3
[image: image261.wmf]a

?», большинство отвечает: «Формула тройного угла». Другие убеждены, что формула для cos3
[image: image262.wmf]a

, не подходит для cos2
[image: image263.wmf]a

 и т.п.

Идя навстречу такому мышлению, авторы представили такую несуразную формулу. Это методическая ошибка. Необходимо уводить школьника от натурализма в мышлении, вести его на следующую ступень развития – функциональную. Надо осознать не только предметы, но и свои действия с ними – развивать рефлексию. Даже в рамках формульной математики, царящей в школе, это можно делать.

Так, лучше говорить о формуле уменьшения угла в 2 раза (в 3 раза). Необходимо обращать внимание на то, что уменьшение угла в 2 раза компенсируется увеличением степени всего выражения в 2 раза. Если надо уменьшить степень в 2 раза, то используется та же формула в обратном порядке, увеличивая угол в 2 раза.

Значит формула cos2
[image: image264.wmf]a

 едина с точностью до трансформации ее возможными тождественными преобразованиями . Это формула – трансформер. Именно это поле возможностей должен усвоить школьник, а не запоминать отдельные формулы двойного угла, половинного угла, понижения степени.

Например, в уравнение 
[image: image265.wmf]x
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 формула cos2
[image: image266.wmf]a

 используется третьим логически возможным способом. Решите уравнение и составьте свой вариант похожего.
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